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1 矢量分析

∇ = x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z
(1)

1.1 积规则

• 对梯度
∇(fg) = f∇g + g∇f (2)

∇(A⃗ · B⃗) = A⃗× (∇× B⃗) + B⃗ × (∇× A⃗) + (A⃗ · ∇)B⃗ + (B⃗ · ∇)A⃗ (3)

• 对散度
∇ · (fA⃗) = f(∇ · A⃗) + A⃗ · (∇f) (4)

∇ · (A⃗× B⃗) = B⃗ · (∇× A⃗)− A⃗ · (∇× B⃗) (5)

• 对旋度
∇× (fA⃗) = f(∇× A⃗)− A⃗× (∇f) (6)

∇× (A⃗× B⃗) = (B⃗ · ∇)A⃗− (A⃗ · ∇)B⃗ + A⃗(∇ · B⃗)− B⃗(∇ · A⃗) (7)

1.2 正交曲面坐标系

直角坐标系

• 梯度
∇T =

∂T

∂x
x̂+

∂T

∂y
ŷ +

∂T

∂z
ẑ (8)

• 散度
∇ · A⃗ =

∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
(9)

• 旋度
∇× A⃗ = x̂

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
+ ŷ

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
+ ẑ

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
(10)

• Laplace 算子
∇2T =

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
(11)

柱坐标系

• 梯度
∇T =

∂T

∂r
r̂ +

1

r

∂T

∂ϕ
ϕ̂+

∂T

∂z
ẑ (12)

• 散度
∇ · A⃗ =

1

r

∂

∂r
(rAr) +

1

r

∂Aϕ

∂ϕ
+
∂Az

∂z
(13)

• 旋度
∇× A⃗ =

(
1

r

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

)
r̂ +

(
∂Ar

∂z
− ∂z

∂r

)
ϕ̂+

[
1

r

∂

∂r
(rAϕ)−

1

r

∂Ar

∂ϕ

]
ϕ̂ (14)
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• Laplace 算子
∇2T =

1

r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+

1

r2
∂2T

∂ϕ2
+
∂2T

∂z2
(15)

球坐标系

• 梯度
∇T =

∂T

∂r
r̂ ++

1

r

∂T

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ
∂T

∂ϕ
ϕ̂ (16)

• 散度
∇ · A⃗ =

1

r2
∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sin θ
∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

r sin θ
∂Aϕ

∂ϕ
(17)

• 旋度

∇× A⃗ =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θAϕ)−

∂Aθ

∂ϕ

]
r̂ +

1

r

[
1

sin θ
∂Ar

∂ϕ
− ∂

∂r
(rAϕ)

]
θ̂ +

1

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar

∂θ

]
ϕ̂ (18)

• Laplace 算子
∇2T =

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂T

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂T

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2T

∂ϕ2
(19)

1.3 二阶微分

• ∇ · (∇T ) = ∇2T

• ∇× (∇T ) = 0

• ∇ · (∇× A⃗) = 0

• ∇× (∇× A⃗) = ∇(∇ · A⃗)−∇2A⃗

1.4 δ 函数

∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− a)dx = f(a) (20)∫

all space
f (r⃗) δ3 (r⃗ − a⃗)dτ = f (⃗a) (21)

故有

∇ ·
(
r̂

r2

)
= 4πδ3 (r⃗) (22)

∇2

(
1

r

)
= −4πδ3 (r⃗) (23)
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2 电磁现象的普遍规律

2.1 Maxwell 方程组

∇ · D⃗ = ρf ∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

(24)

∇ · B⃗ = 0 ∇× H⃗ = J⃗f +
∂D⃗

∂t
(25)

2.2 介质中的场方程

D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ (26)

H⃗ =
B⃗

µ0

− M⃗ (27)

对于各向同性介质

D⃗ = εE⃗ (28)

B⃗ = µH⃗ (29)

ρp = −∇ · P⃗ (30)

J⃗M = ∇× M⃗ (31)

E⃗ = −∇φ− ∂A⃗

∂t
(32)

B⃗ = ∇× A⃗ (33)

欧姆定律

J⃗f = σE⃗ (34)

洛伦兹力

f⃗ = ρE⃗ + J⃗ × B⃗ = ρ
(
E⃗ + v⃗ × B⃗

)
(35)

电荷守恒定律

∂ρ

∂t
= −∇ · J⃗ (36)

2.3 电磁场的能量和动量

能量密度

w =
1

2
E⃗ · D⃗ +

1

2
B⃗ · H⃗ =

1

2
ε0E

2 +
1

2µ0

B2 (37)
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能流密度

S⃗ = E⃗ × H⃗ (38)

动量密度

g⃗ = ε0E⃗ × B⃗ (39)

电磁场能量守恒与转换定律

∇ · S⃗ +
∂w

∂t
= −J⃗ · E⃗ (40)

2.4 边值关系 (n̂ 方向 1→2)

n̂ ·
(
D⃗2 − D⃗1

)
= σf n̂×

(
E⃗2 − E⃗1

)
= 0 (41)

n̂ ·
(
B⃗2 − B⃗1

)
= 0 n̂×

(
H⃗2 − H⃗1

)
= α⃗f (42)

n̂ ·
(
P⃗2 − P⃗1

)
= −σp n̂×

(
M⃗2 − M⃗1

)
= α⃗M (43)
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3 静电场

静电场方程

∇× E⃗ = 0 ∇ · E⃗ =
ρ

ε
(44)

引入势函数 φ，令

E⃗ = −∇φ (45)

电势的 Poisson 方程
∇2φ = −ρ

ε
(46)

静电学的基本问题即是求满足给定边界条件的泊松方程的解。

• 电磁学方法

(1) 直接积分法

φ(x⃗) =

∫
V

ρ(x⃗′)

4πεr
dV ′ (47)

(2) 高斯定理法
φp = −

∫ p

∞
E⃗ · d⃗l (48)

• 电动力学方法

(1) 分离变量法

(2) 静电场唯一性定理

(3) 镜像法

(4) 格林函数法

3.1 分离变量法

解 Laplace 方程

∇2φ = 0 (49)

通解为

φ(R, θ, ϕ) =
∑
n,m

(
an,mR

n +
bn,m
Rn+1

)
Pm
n (cos θ) cosmϕ+

∑
n,m

(
cn,mR

n +
dn,m
Rn+1

)
Pm
n (cos θ) sinmϕ (50)

当体系关于 z 轴旋转对称时，φ 与方位角 ϕ 无关，即

φ =
∑
n

(
anR

n +
bn
Rn+1

)
Pn(cos θ) (51)

其中 Pn(x) 是 Legendre 函数，列出前几项

P0(x) = 1 P1(x) = x P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
(52)
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边值关系 (n̂ 方向由 1 指向 2)

• 两绝缘介质界面

– 第一类边值关系
n̂×

(
E⃗2 − E⃗1

)
= 0 ⇒ φ1

∣∣
s
= φ2

∣∣
s

(53)

– 第二类边值关系
n̂ ·
(
D⃗2 − D⃗1

)
= σf ⇒ ε2

∂φ2

∂n

∣∣∣∣
s

= ε1
∂φ1

∂n

∣∣∣∣
s

(54)

• 导体与介质分界面

– 第一类边值关系
φ|s = Φ0 (constant) (55)

– 第二类边值关系 (n̂ 为导体外法向)

ε
∂φ

∂n

∣∣∣∣
s

= −σf (56)

– 给定导体总电荷 Q

−
∮
ε
∂φ

∂n
dS = Q (57)

(1) 导体内部不带净电荷，电荷只能分布于导体表面上。

(2) 导体内部电场为 0。

(3) 导体表面上电场必沿法线方向，因此导体为等势面，整个导体的电势相等。

边界条件

• r → 0，φ 有限

• r → ∞

– 有限场源：φ = 0

– 均匀外场：φ = φ0 − E0r cos θ

例题 1：半径为 R0，电容率为 ε 的介质球置于均匀外场 E⃗0 中，求电势。

设放导体球之前球心位置为原点，则

φ1 =
∑
n

(
anR

n +
bn
Rn+1

)
Pn(cos θ) R > R0 (58)

φ2 =
∑
n

(
cnR

n +
dn
Rn+1

)
Pn(cos θ) R < R0 (59)

边界条件
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• R→ ∞，φ1 → −E0R cos θ = −E0RP1(cos θ) ⇒ a1 = −E0, an = 0(n ̸= 1)

• R = 0，φ2 有限 ⇒ dn = 0

• 在 R = R0 处，

φ1 = φ2 ε0
∂φ1

∂R
= ε

∂φ2

∂R
(60)

则

− E0R0P1(cos θ) +
∑
n

bn

Rn+1
0

Pn(cos θ) =
∑
n

cnR
n
0Pn(cos θ) ⇒ −E0R0 +

b1
R2

0

= c1R0 (61)

−ε0E0P1(cos θ)−ε0
∑
n

(n+ 1)bn

Rn+2
0

Pn(cos θ) = ε
∑
n

ncnR
n−1
0 Pn(cos θ) ⇒ −ε0E0−ε0

2b1
R3

0

= εc1 (62)

解出

b1 =
ε− ε0
ε+ 2ε0

E0R
3
0 c1 = − 3ε0

ε+ 2ε0
E0

电势为

φ1 = −E0R cos θ + (ε− ε0)E0R
3
0 cos θ

(ε+ 2ε0)R2
R > R0 (63)

φ2 = − 3ε0
ε+ 2ε0

E0R R < R0 (64)

介质的极化强度

P⃗ = (ε− ε0)E⃗ =
ε− ε0
ε+ 2ε0

3ε0E⃗0 (65)

介质的总电偶极矩

p⃗ =
4

3
πR3

0P⃗ = (ε− ε0)E⃗ =
ε− ε0
ε+ 2ε0

4πε0R
3
0E⃗0 (66)

例题 2：半径为 R0 的接地导体球置于均匀外电场 E⃗0 中，求电势和导体上的面电荷密度。

设放导体球之前球心位置为原点，则球外 (R > R0) 电势

φ =
∑
n

(
anR

n +
bn
Rn+1

)
Pn(cos θ) (67)

边界条件

• R→ ∞，φ1 → −E0R cos θ = −E0RP1(cos θ) ⇒ a1 = −E0, an = 0(n ̸= 1)

• 在 R = R0 处，

φ = −E0R0P1(cos θ) +
∑
n

bn

Rn+1
0

Pn(cos θ) = 0 ⇒ b1 = E0R
3
0, bn = 0(n ̸= 1) (68)

电势为

φ = −E0R cos θ + E0R
3
0 cos θ
R2

(69)

导体面上自由面电荷密度

σf = −ε0
∂φ

∂R

∣∣∣∣
R=R0

= 3ε0E0 cos θ (70)
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3.2 镜像法

适用于点电荷分布或线电荷分布，对象是导体感应问题。

3.2.1 无限大导体平板

Q

φ =
1

4πε0

(
Q

r
− Q

r′

)
=

1

4πε0

[
Q√

x2 + y2 + (z − a)2
− Q√

x2 + y2 + (z + a)2

] (71)

3.2.2 导体球

例题：真空中有一半径为 R0 的接地导体球，距球心为 a(a > R0) 处有一点电荷 Q，求空间各点的电势。

Q′ Q

r
r′

P

O θ

导体球接地，球壳上电势为 0，故 P 点
Q

r
+
Q′

r′
= 0 (72)

r′

r
= −Q

′

Q
= constant (73)

则 ∆OPQ ∼ ∆OQ′P，故有
r′

r
= −Q

′

Q
=
R0

a
=

b

R0

(74)

于是镜像电荷

Q′ = −R0

a
Q b =

R2
0

a
(75)

空间任意一点 P 的电势为

φ =
1

4πε0

(
Q

r
− R0

a

Q

r′

)
=

1

4πε0

(
Q√

R2 + a2 − 2aR cos θ
− R0

a

Q√
R2 + b2 − 2bR cos θ

) (76)
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3.2.3 导体球壳

例题：接地的空心导体球内外半径为 R1 和 R2，在球内离球心为 a(a < R1) 处置一点电荷 Q，用镜像法求电

势，导体球上的感应电荷有多少？

P

O

R1

Q Q′

r r′

a

方法和上题类似，我们可以得到
r′

r
= −Q

′

Q
=
R1

a
=

b

R1

(77)

球腔内任意一点 P 的电势为

φ =
1

4πε0

(
Q

r
− R1

a

Q

r′

)
=

1

4πε0

(
Q√

R2
1 + a2 − 2aR1 cos θ

− R1

a

Q√
R2

1 + b2 − 2bR1 cos θ

) (78)

3.3 格林函数法

• 第一类边值问题 φ|S

φ(x⃗) =

∫
V

G(x⃗′, x⃗)ρ(x⃗′)dV ′ − ε0

∮
S

φ(x⃗′)
∂

∂n′G(x⃗
′, x⃗)dS′ (79)

• 第二类边值问题 ∂φ
∂n

∣∣
S

φ(x⃗) =

∫
V

G(x⃗′, x⃗)ρ(x⃗′)dV ′ + ε0

∮
S

G(x⃗′, x⃗)
∂φ

∂n′ dS
′ + ⟨φ⟩S (80)

3.4 电势的多极展开

φ(x⃗) =
1

4πε0

(
q

R
+
p⃗ · R⃗
R3

+
1

6

3∑
i,j=1

Dij
∂2

∂xi∂xj

1

R
+ · · ·

)
(81)

• 体系的电荷
q =

∫
V

ρ(x⃗′)dV ′ (82)

• 体系的电偶极矩
p⃗ =

∫
V

x⃗′ρ(x⃗′)dV ′ (83)

• 体系的电四极矩
Dij =

∫
V

(
3x′ix

′
j − r′2δij

)
ρ(x⃗′)dV ′ (84)
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3.5 外场中电荷系统电能量

电荷体系的静电能

W =

∫
1

2
E⃗ · D⃗dV =

∫
1

2
ρfφdV (85)
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4 静磁场

4.1 磁矢势

基本方程

∇ · B⃗ = 0 ⇒ B⃗ = ∇× A⃗ (86)

∇× H⃗ = J⃗f ⇒ ∇×
(
∇× A⃗

)
= µJ⃗ (87)

取库仑规范

∇ · A⃗ = 0 (88)

于是

∇2A⃗ = −µJ⃗ (89)

它在无界空间中的解为

A⃗(x⃗) =
µ

4π

∫
V

J⃗(x⃗′)

r
dV ′ (90)

矢势边值关系

n̂ ·
(
B⃗2 − B⃗1

)
= 0 ⇒ n̂ ·

(
∇× A⃗2 −∇× A⃗1

)
= 0 (91)

n̂×
(
H⃗2 − H⃗1

)
= α⃗f ⇒ n̂×

(
1

µ2

∇× A⃗2 −
1

µ1

∇× A⃗1

)
= α⃗f (92)

若该区域内传导电流密度 J⃗f = 0，则 ∇2A⃗ = 0，于是

A⃗1 = A⃗2 n̂×
(

1

µ2

∇× A⃗2 −
1

µ1

∇× A⃗1

)
= α⃗f (93)

4.2 磁标势

条件

(1) 所考虑的空间区域没有传导电流；

(2) 空间应为单连通区域。

方程

在 J⃗ = 0 的区域内，磁场满足方程

∇× H⃗ = 0 ∇ · B⃗ = 0 (94)

又

B⃗ = µ0

(
H⃗ + M⃗

)
(95)

于是

∇ · H⃗ = −∇ · M⃗ (96)
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设假想磁荷密度

ρm = −µ0∇ · M⃗ (97)

于是

∇ · H⃗ =
ρm
µ0

(98)

引入磁标势 φm，使得

H⃗ = −∇φm (99)

φm 满足 Poisson 方程
∇2φm = −∇ · H⃗ = −ρm

µ0

(100)

当 ρm = 0 时，Poisson 方程化为 Laplace 方程，即

∇2φm = 0 (101)

可用分离变量法求解。与静电场的求解方法类似，当体系关于 z 轴旋转对称时，φ 与方位角 ϕ 无关

φm(R, θ, ϕ) =
∑
n

(
anR

n +
bn
Rn+1

)
Pn(cos θ) (102)

边值关系

n̂ ·
(
B⃗2 − B⃗1

)
= 0 ⇒ n̂ · (µ1∇φm1 − µ2∇φm2) = 0 (103)

n̂×
(
H⃗2 − H⃗1

)
= 0 ⇒ n̂× (∇φm1 −∇φm2) = 0 (104)

即

φm1|S = φm2|S µ1
∂φm1

∂n
= µ2

∂φm2

∂n
(105)

将 φm 代入边值关系中，求出 an 和 bn，由此得到解 φm(R, θ, ϕ)。

例题 1: 求磁化矢量为 M⃗0 的均匀铁球产生的磁场

由于铁球是均匀磁化的

ρm = −µ0∇ · M⃗0 = 0 (106)

因此磁荷只分布在铁球表面，球内磁势 φ1 和球外磁势 φ2 都满足 Laplace 方程

∇2φ1 = 0 (R < R0) (107)

∇2φ2 = 0 (R > R0) (108)

故 φ1 和 φ2 通解

φ1 =
∑
n

(
anR

n +
bn
Rn+1

)
Pn(cos θ) (109)

φ2 =
∑
n

(
cnR

n +
dn
Rn+1

)
Pn(cos θ) (110)

定解条件有

(1) 当 R = 0 时，φ1 有限
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(2) 当 R→ ∞ 时，φ2 → 0

(3) 在 R = R0 处，B1R = B2R，H1θ = H2θ(φ1 = φ2)

B1R = µ0H1R + µ0MR = −µ0
∂φ1

∂R
+ µ0M0 cos θ (111)

B2R = µ0H2R = −µ0
∂φ2

∂R
(112)

由定解条件 (1) 可知，bn = 0；由定解条件 (2) 可知，cn = 0，故

φ1 =
∑
n

anR
nPn(cos θ) (113)

φ2 =
∑
n

dn
Rn+1

Pn(cos θ) (114)

于是

B1R = −µ0
∂φ1

∂R
+ µ0M0 cos θ = −µ0

∑
n

nanR
n−1Pn(cos θ) + µ0M0 cos θ (115)

B2R = −µ0
∂φ2

∂R
= µ0

∑
n

n+ 1

Rn+2
dnPn(cos θ) (116)

代入条件 (3)，有
−
∑
n

nanR
n−1
0 Pn(cos θ) +M0P1(cos θ) =

∑
n

n+ 1

Rn+2
0

dnPn(cos θ) (117)

∑
n

anR
n
0Pn(cos θ) =

∑
n

dn

Rn+1
0

Pn(cos θ) (118)

逐级比较 Pn(cos θ) 的系数。当 n = 1 时，−a1 +M0 =
2
R3

0
d1

a1R0 =
d1

R2
0

⇒ a1 =
1

3
M0 d1 =

1

3
M0R

3
0 (119)

当 n ̸= 1 时， −nanRn−1
0 = n+1

Rn+2
0

dn

anR
n
0 = dn

Rn+1
0

⇒ an = dn = 0 (n ̸= 1) (120)

故

φ1 =
1

3
M0R cos θ = 1

3
M⃗0 · R⃗ (121)

φ2 =
1

3
M0

R3
0

R2
cos θ = R3

0

3

M⃗0 · R⃗
R3

(122)

球内磁场

B⃗1 = µ0H⃗1 + µ0M⃗0 = −µ0∇φ1 + µ0M⃗0 = −1

3
µ0M⃗0 + µ0M⃗0 =

2

3
µ0M⃗0 (123)

4.3 磁多极矩

磁偶极矩的场

B⃗(1) = −µ0

4π
(m⃗ · ∇)

R⃗

R3
= −µ∇φ(1)

m (124)

磁偶极势

φ(1)
m =

m⃗ · R⃗
4πR3

(125)
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5 电磁波的传播

5.1 真空中的波动方程

真空中的 Maxwell 方程组

∇ · E⃗ = 0 (126)

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

(127)

∇ · B⃗ = 0 (128)

∇× B⃗ = µ0ε0
∂E⃗

∂t
(129)

真空中的波动方程

∇×
(
∇× E⃗

)
= − ∂

∂t

(
∇× B⃗

)
= −µ0ε0

∂2E⃗

∂t2
= ∇

(
∇ · E⃗

)
−∇2E⃗ = −∇2E⃗ (130)

∇×
(
∇× B⃗

)
= µ0ε0

∂

∂t

(
∇× E⃗

)
= −µ0ε0

∂2B⃗

∂t2
= ∇

(
∇ · B⃗

)
−∇2B⃗ = −∇2B⃗ (131)

即

∇2E⃗ − 1

c2
∂2E⃗

∂t2
= 0 (132)

∇2B⃗ − 1

c2
∂2B⃗

∂t2
= 0 (133)

真空中电磁波的传播速度

c =
1

√
µ0ε0

(134)

5.2 时谐电磁波

E⃗(x⃗, t) = E⃗(x⃗)e−iωt (135)

B⃗(x⃗, t) = B⃗(x⃗)e−iωt (136)

• 若介质是绝缘体，ρf = 0，J⃗f = 0

∇ · E⃗(x⃗) = 0 ∇× E⃗(x⃗) = iωµH⃗(x⃗) (137)

∇ · H⃗(x⃗) = 0 ∇× H⃗(x⃗) = −iωεE⃗(x⃗) (138)

• 若介质是导体，ρf = 0，J⃗f = σE⃗

∇ · H⃗(x⃗) = 0 ∇× H⃗(x⃗) = −iωεE⃗(x⃗) + σE⃗(x⃗) (139)
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亥姆霍兹方程

∇2E⃗ + k2E⃗ = 0 (140)

B⃗ = − i

ω
∇× E⃗ (141)

5.3 平面电磁波

E⃗ (x⃗) = E⃗0e
i(k⃗·x⃗−ωt) (142)

平面电磁波的特性

(1) 电磁波为横波，E⃗ 和 B⃗ 都与传播方向垂直

k⃗ · E⃗ = 0 k⃗ · B⃗ = 0 (143)

(2) E⃗ 和 B⃗ 互相垂直，E⃗ × B⃗ 沿波矢 k⃗ 方向

B⃗ = − i

ω
∇× E⃗ =

1

ω
k⃗ × E⃗ (144)

(3) E⃗ 和 B⃗ 同相，振幅比为 v ∣∣∣∣∣ E⃗B⃗
∣∣∣∣∣ = 1

√
µε

= v (145)

5.4 真空和均匀绝缘介质内的电磁波

能量密度

ω =
1

2

(
εE2 +

B2

µ

)
= εE2 =

B2

µ
(146)

⟨ω⟩ = 1

T

∫ T

0

ωdt = 1

2
εRe (E∗E) =

1

2
εE2

0 (147)

能流密度

S⃗ = E⃗ × H⃗ =

√
ε

µ
E2êk (148)

⟨S⃗⟩ = 1

T

∫ T

0

S⃗dt = 1

2
Re
(
E⃗∗ × H⃗

)
=

1

2

√
ε

µ
E2

0 êk (149)



5 电磁波的传播 18

5.5 导体内的电磁波

导体内部的自由电荷分布

∂ρ

∂t
= −∇ · J⃗ = −σ∇ · E⃗ = −σ

ε
ρ (150)

解得

ρ(t) = ρ0e
−σ

ε t (151)

衰减的特征时间

τ =
ε

σ
(152)

因此只要电磁波的频率满足 ω ≪ τ−1，我们就可以认为这是一个良导体，导体内部电荷密度 ρ = 0。良导体条

件
σ

εω
≫ 1 (153)

只要电磁波的频率不太高，一般金属都可以看作良导体，良导体内部没有净自由电荷积聚，电荷只能分布于导

体表面上。

导体内的电磁波

导体内部 ρ = 0，J⃗f = σE⃗，令 D⃗ = εE⃗，B⃗ = µH⃗，Maxwell 方程组为

∇ · E⃗ = 0 ∇× E⃗ = −µ∂H
∂t

(154)

∇ · H⃗ = 0 ∇× H⃗ = ε
∂E⃗

∂t
+ σE⃗ (155)

对于给定频率 ω 的电磁波，有

∇ · E⃗ = 0 ∇× E⃗ = iωµH⃗ (156)

∇ · H⃗ = 0 ∇× H⃗ = −iωεE⃗ + σE⃗ (157)

于是有

∇× (∇× E⃗) = iωµ∇× H⃗ = ω2µεE⃗ + iωµσE⃗ = ∇(∇ · E⃗)−∇2E⃗ = −∇2E⃗ (158)

即

∇2E⃗ + k2E⃗ = 0 (159)

其中

k2 = ω2µ

(
ε+

iσ

ω

)
(160)

有效电容率

ε′ = ε+
iσ

ω
(161)

Eq.(229) 形式上也有平面波解
E⃗(x⃗) = E⃗0e

ik⃗·x⃗ (162)

由于 k 是复数，故 k⃗ 是一个复矢量。令

k⃗ = β⃗ + iα⃗ (163)
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导体中电磁波表示为

E⃗ = E⃗0e
−α⃗·r⃗ei(β⃗·r⃗−ωt) (164)

其中 β 称为相位常数，α 称为衰减常数，二者满足一定关系。

k2 = β2 − α2 + i2α⃗ · β⃗ (165)

故

β2 − α2 = ω2µε (166)

α⃗ · β⃗ =
1

2
ωµσ (167)

趋肤效应和穿透深度

x

z

θ

导体

入射波

k⃗i = k sin θx̂+ k cos θẑ (168)

透射波

k⃗ = β⃗ + iα⃗ = (βx + iαx) x̂+ (βz + iαz) ẑ (169)

根据波矢匹配条件

βx + iαx = k sin θ ⇒ αx = 0 βx = k sin θ (170)

根据 α⃗ 和 β⃗ 的关系

β2
x + β2

z − α2
x − α2

z = ω2µε (171)

αxβx + αzβz =
1

2
ωµσ (172)

若满足良导体条件 σ/εω ≫ 1，则有
Re(k2)
Im(k2)

=
ωε

σ
≪ 1 (173)

故可忽略 k2 实部

k2 ≈ iωµσ (174)

k ≈
√
iωµσ ≈ β + iα (175)

得到

α ≈ β ≈
√
ωµσ

2
(176)

穿透深度

δ =
1

α
≈
√

2

ωµσ
(177)

对于高频电磁波，δ 很小，电磁场以及和它相互作用的高频电流仅集中于表面很薄一层内，这种现象称为趋肤

效应。
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5.6 谐振腔和波导

理想导体的边界条件

在导体表面上，电场线与界面正交，磁感应线与界面相切，即

∂En

∂n
= 0 Hn = 0 (178)

例题：证明两平行无穷大导体平面之间可以传播一种偏振的 TEM 电磁波。

y

xk

设两导体板与 y 轴垂直，两导体平面上的边界条件为

Ex = Ez = 0 Hy = 0 (179)

∂Ey

y
= 0

∂Hx

x
=
∂Hz

z
= 0 (180)

因此沿 z 轴传播的电磁波，电场沿 y 轴方向偏振，磁场沿 x 轴方向偏振，只能传播一种偏振的 TEM 电磁波。

5.6.1 矩形谐振腔

y

z

x
l2

l1

l3

边长分别为 l1，l2，l3，以金属为边界面的矩形谐振腔内，电磁波的电场和磁场的任一分量 u(x, y, z) 都满足

Helmholtz 方程
∇2u+ k2u = 0 (181)

分离变量

u(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z) (182)

Eq.(181) 分解为三个常微分方程
d2X

dx2 + k2xX = 0 (183)

d2Y

dy2 + k2yY = 0 (184)
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d2Z

dz2 + k2zZ = 0 (185)

得到

u(x, y, z) = (C1 cos kxx+D1 sin kxx) (C2 cos kyy +D2 sin kyy) (C3 cos kzz +D3 sin kzz) (186)

边界条件

• 在 x = 0, l1 处
∂Ex

∂x
= 0 Ey = Ez = 0 (187)

• 在 y = 0, l2 处
∂Ey

∂y
= 0 Ez = Ex = 0 (188)

• 在 z = 0, l3 处
∂Ez

∂z
= 0 Ex = Ey = 0 (189)

于是得到

Ex = A1 cos(kxx) sin(kyy) sin(kzz)e−iωt (190)

Ey = A2 sin(kxx) cos(kyy) sin(kzz)e−iωt (191)

Ez = A3 sin(kxx) sin(kyy) cos(kzz)e−iωt (192)

其中

kx =
mπ

l1
ky =

nπ

l2
kz =

pπ

l3
(m,n = 0, 1, 2, · · · ) (193)

由 ∇ · E⃗ = 0 可得到以下关系

kxA1 + kyA2 + kzA3 = 0 (194)

本征频率

ωmnp =
π

√
µε

√(
m

l1

)2

+

(
n

l2

)2

+

(
p

l3

)2

(195)

5.6.2 矩形波导

x

y

z

在截面边长为 a 和 b，以金属为管壁的矩形波导内，电磁波沿 z 方向传播。边界条件

• 在 x = 0, a 处
∂Ex

∂x
= 0 Ey = 0 (196)

• 在 y = 0, b 处
∂Ey

∂y
= 0 Ex = 0 (197)
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于是

Ex = A1 cos(kxx) sin(kyy)ei(kzz−ωt) (198)

Ey = A2 sin(kxx) cos(kyy)ei(kzz−ωt) (199)

Ez = A3 sin(kxx) sin(kyy)ei(kzz−ωt) (200)

kx =
mπ

a
ky =

nπ

a
(m,n = 0, 1, 2, · · · ) (201)

kz =
√
k2 − k2x − k2y =

√
ω2µε−

(mπ
a

)2
−
(nπ
b

)2
(202)

由 ∇ · E⃗ = 0 可得到以下关系

A1kx +A2ky − iA3kz = 0 (203)

最低频率 (截止频率)

ωc,mn =
π

√
µε

√(m
a

)2
+
(n
b

)2
(204)

若 a > b，则 TE10 波有最低截止频率

fc,10 =
ωc,10

2π
=

1

2a
√
µε

(205)

由 B⃗ = − iµ
ω
∇× E⃗ 可以得到

Bx = − iµ
ω

(
∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
= − iµ

ω
(kyA3 − ikzA2) sin(kxx) cos(kyy)ei(kzz−ωt) (206)

By = − iµ
ω

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
= − iµ

ω
(ikzA1 − ikxA3) cos(kxx) sin(kyy)ei(kzz−ωt) (207)

Bz = − iµ
ω

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
= − iµ

ω
(kxA2 − kyA1) cos(kxx) cos(kyy)ei(kzz−ωt) (208)

电磁波模式

按照沿电磁波传播方向 (z 方向) 是否存在电磁场分量将电磁波分为

• TEM 模式：电场和磁场都垂直于传播方向，即 Ez = 0,Hz = 0

• TE 模式：电场方向垂直于传播方向，即 Ez = 0

• TM 模式：磁场方向垂直于传播方向，即 Bz = 0

色散关系

ω = c
√
k2x + k2y + k2z =

√
ω2
c,mn + k2zc

2 (209)

相速度

vp =
ω

kz
= c

(
1−

ω2
c,mn

ω2

)− 1
2

> c (210)

群速度

vg =
dω
dkz

= c2
kz
ω

=
c2

vp
< c (211)
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5.7 电磁波在介质界面上的反射和折射

(1) 入射角、反射角和折射角的关系

(2) 入射波、反射波和折射波的振幅比和相对相位

反射和折射定律：Snell 定律

界面

n1

n2

θi θr

θt

θi = θr (212)

n1 sin θi = n2 sin θt (213)

振幅关系：Fresnell 定律

E⊥
r

E⊥
i

=
sin(θi − θt)

sin(θi + θt)

E⊥
t

E⊥
i

=
2 cos θi sin θt
sin(θi + θt)

(214)

E
∥
r

E
∥
i

=
tan(θi − θt)

tan(θi + θt)

E
∥
t

E
∥
i

=
2 cos θi sin θt

sin(θi + θt) cos(θi − θt)
(215)

全反射

界面

n1

n2

θi θr

全反射，临界角 θc 满足

sin θc =
n2

n1

= n21 (216)

透射深度 ∼ κ−1

κ−1 =
1

k
√

sin2 θ − n2
21

=
λ1

2π
√

sin2 θ − n2
21

(217)
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6 电磁波的辐射

6.1 电磁势与规范变化

真空中 Maxwell 方程组

∇ · E⃗ =
ρ

ε0
∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t
(218)

∇ · B⃗ = 0 ∇× B⃗ = µ0J⃗ +
1

c2
∂E⃗

∂t
(219)

可用矢势 A⃗ 和标势 φ 描述电磁场

B⃗ = ∇× A⃗ E⃗ = −∇φ− ∂A⃗

∂t
(220)

(E⃗, B⃗) 是客观实在的物理量，而 (φ, A⃗) 是人为主观构造的，故可以进行选择，当 (φ, A⃗) 进行如下变换

A⃗→ A⃗′ = A⃗+∇ψ φ→ φ′ = φ− ∂ψ

∂t
(221)

时，(E⃗, B⃗) 保持不变，则 Eq.(221) 称为规范变化。规范变化有很多种选择，对于每一种选择称为一种规范。
应用最广的是以下两种规范：

(1) 库仑规范
∇ · A⃗ = 0 (222)

代入 Maxwell 方程组可以得到

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
− 1

c2
∂

∂t
∇φ = −µ0J⃗ (223)

∇2φ = − ρ

ε0
(224)

此时 E⃗ 的横场部分 (无散场) 由 A⃗ 描述，纵场部分 (无旋场) 由 φ 描述。

(2) 洛伦兹规范
∇ · A⃗+

1

c2
∂φ

∂t
= 0 (225)

代入 Maxwell 方程组可以得到 d’Alembert 方程

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
= −µ0J⃗ (226)

∇2φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= − ρ

ε0
(227)

这组方程表现出对称性，电荷产生标势波动，电流产生矢势波动。

6.2 推迟势和辐射场

接下来我们求解 d’Alembert 方程
∇2φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= − ρ

ε0
(228)
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设原点处有一假想变化电荷 Q(t)，密度为 ρ(x⃗, t) = Q(t)δ(x⃗)，则

∇2φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= −Q(t)

ε0
δ(x⃗) (229)

猜测其解为

φ(r, t) =
Q
(
t− r

c

)
4πε0r

= −Q(t)

ε0
δ(x⃗) (230)

代入 Eq.(229)，得到

∇2φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
=

(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
Q
(
t− r

c

)
4πε0r

(231)

只能在 r = 0 处不为 0。作一半径为 η 的小球包围在原点，η → 0∫ η

0

4πr2dr
(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
Q
(
t− r

c

)
4πε0r

≈ Q(t)

4πε0

∫
V

∇2

(
1

r

)
dV =

Q(t)

4πε0
(−4π) = −Q(t)

ε0
(232)

根据 δ 函数的定义得到 (
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
Q
(
t− r

c

)
4πε0r

= −Q(t)

ε0
δ(x⃗) (233)

故

φ(r, t) =
Q
(
t− r

c

)
4πε0r

= −Q(t)

ε0
δ(x⃗) (234)

为方程的解。同理，得到另一个 d’Alembert 方程的解。d’Alembert 方程的解为推迟势

A⃗(x⃗, t) =
µ0

4π

∫
V

J⃗
(
x⃗′, t− r

c

)
r

dV ′ (235)

φ(x⃗, t) =
1

4πε0

∫
V

ρ
(
x⃗′, t− r

c

)
r

dV ′ (236)

当 ρ 和 J⃗ 给定后，可以计算出势，再由

B⃗ = ∇× A⃗ E⃗ = −∇φ− ∂A⃗

∂t
(237)

可以求得空间任意点的电磁场强度。

6.3 辐射场的多级展开

当 J⃗ 和 ρ 以角频率 ω 振动时

J⃗(x⃗′, t) = J⃗(x⃗′)e−iωt ρ(x⃗′, t) = ρ(x⃗)e−iωt (238)

于是

A⃗(x⃗, t) = A⃗(x⃗)e−iωt′ A⃗(x⃗) =
µ0

4π

∫
V

J⃗(x⃗′)eikr

r
dV ′ (239)

相因子 eikr 表示波从源点传至场点时，相位滞后了 ϕ = kr = 2πr
λ
。任意点的场强为

B⃗ = ∇× A⃗ E⃗ =
ic

k
∇× B⃗ (240)

电磁场在如下三个区域中有不同的特点

(1) 近区 r ≪ λ，此时 ϕ→ 0，推迟效应可忽略。
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(2) 远区 r ≫ λ，此时 ϕ≫ 1，r ≈ R− êR · x⃗′

A⃗(x⃗) ≈ µ0

4π

∫
V

J⃗(x⃗′)eik(R−êR·x⃗′)

R
dV ′ =

µ0e
ikR

4πR

∫
V

J⃗(x⃗′) (1− ikêR · x⃗′ + · · · )dV ′ (241)

此处主要为横向的辐射场 (TE 波和 TM 波)

B⃗ = ∇× A⃗ ≈ ikêR × A⃗ (242)

E⃗ =
ic

k
∇× B⃗ = cB⃗ × êR (243)

(3) 感应区 r ∼ λ，似稳场与辐射场的过渡区域。

电偶极辐射 (必考)

关注展开式第一项

A⃗(x⃗) =
µ0e

ikR

4πR

∫
V

J⃗(x⃗′)dV ′ (244)

其中电流密度

J⃗ =
∑
i

niqiv⃗i (245)

电流 ∫
V

J⃗(x⃗′)dV ′ =
∑

qv⃗ =
d
dt
∑

qx⃗ =
dp⃗
dt = ˙⃗p (246)

故展开式第一项可以写成

A⃗ =
µ0e

ikR

4πR
˙⃗p (247)

这是电偶极矩产生的辐射。

∇ → ikêR
∂

∂t
= −iω

由此得到辐射场

B⃗ = ∇× A⃗ = ikêR × A⃗ =
eikR

4πε0c3R

(
¨⃗p× êR

)
(248)

E⃗ =
ic

k
∇× B⃗ = cB⃗ × êR =

eikR

4πε0c2R

(
¨⃗p× êR

)
× êR (249)

若取球坐标原点在电荷分布区内，并以 p⃗ 方向为极轴，则 B⃗ 沿纬线上震荡，E⃗ 沿经线上震荡。

B⃗ =
eikR

4πεc3R
p̈ sin θêϕ (250)

E⃗ =
eikR

4πεc2R
p̈ sin θêθ (251)

平均辐射能流

⟨S⃗⟩ = 1

2
Re
(
E⃗∗ × H⃗

)
=

|p̈|2

32π2ε0c3R2
sin2 θêR (252)

将平均辐射能流对球面进行积分即可得到辐射功率

P =

∮
⟨S⟩R2dΩ =

|p̈|2

32π2ε0c3

∮
sin2 θdΩ =

1

4πε0

| ¨⃗p|2

3c3
(253)
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磁偶极辐射

A⃗ =
ikµ0e

ikR

4πR
êR × m⃗ (254)

B⃗ = ikêR × A⃗ =
µ0e

ikR

4πc2R

(
¨⃗m× êR

)
× êR (255)

E⃗ = cB⃗ × êR = −µ0e
ikR

4πcR
¨⃗m× êR (256)

6.4 天线辐射

短天线 (l ≪ λ) 辐射 (电偶极)

I(z) = I0

(
1− 2

l
|z|
)

|z| ≤ l

2
(257)

电偶极矩变化率

˙⃗p =

∫ l
2

− l
2

I⃗(z)dz = 1

2
I0 l⃗ (258)

则
¨⃗p = −iω ˙⃗p (259)

辐射功率

P =
1

4πε0

| ¨⃗p|2

3c3
==

µ0I
2
0ω

2l2

48πc
=

π

12

√
µ0

ε0
I20

(
l

λ

)2

=
1

2
RrI

2
0 (260)
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7 狭义相对论

7.1 相对论的基本原理和时空理论

狭义相对论的基本假设

• 相对性原理：物理定律在所有惯性系都有相同的形式。

• 光速不变原理：真空中的光速在所有惯性系沿任何方向都是常量 c，与光源的运动无关。

间隔不变性

s2 = c2(t2 − t1)
2 − (x2 − x1)

2 − (y2 − y1)
2 − (z2 − z1)

2 (261)

s′2 = c2(t′2 − t′1)
2 − (x′2 − x′1)

2 − (y′2 − y′1)
2 − (z′2 − z′1)

2 (262)

对于任意两个惯性系，有

s′2 = s2 (263)

洛伦兹变换

设惯性系 Σ′ 以速度 v 沿惯性系 Σ 的 x 轴正向运动，t = t′ = 0 时两参考系重合，则

x′ =
x− vt√
1−

(
v
c

)2 y′ = y z′ = z (264)

t′ =
t− v

c2
x√

1−
(
v
c

)2 (265)

因果律与相互作用的最大传播速度

真空中的光速 c 是自然界一切相互作用传播速度的极限。

间隔分类

• 类时间隔 s2 > 0

– 绝对未来：P 在 O 的上半光锥内

– 绝对过去：P 在 O 的下半光锥内

• 类光间隔 s2 = 0

• 类空间隔 s2 < 0：P 与 O 绝无联系

时钟延缓效应

∆t =
∆τ√

1−
(
v
c

)2 (266)
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尺度缩短效应

l = l0

√
1−

(v
c

)2
(267)

速度变换

u′x =
ux − v

1− v
c2
ux

u′y =
uy

1− v
c2
ux

√
1−

(v
c

)2
u′z =

uz
1− v

c2
ux

√
1−

(v
c

)2
(268)

7.2 电动力学的相对论协变性

协变性

：物理规律在任意惯性系中可表示为相同形式。

物理规律的协变性

：设方程具有形式

Fµ = Gµ (269)

在参考系变换

F ′
µ = aµνFν G′

µ = aµνGν (270)

下，方程

F ′
µ = G′

µ (271)

仍然成立。

四维速度矢量

Uµ = γµ(ux, uy, uz, ic) = γµ(u⃗, ic) (272)

四维空间矢量

xµ = (x⃗, ict) = (x1, x2, x3, x4) (273)

当 Σ′ 系以速度 v 沿 Σ 系的 x1 轴运动时，洛伦兹变换可以表示为

x′µ = aµνxν (µ, ν = 1, 2, 3, 4) (274)

a 为沿 x1 方向的 Lorentz 变换矩阵

aµν =


γ 0 0 iβγ

0 1 0 0

0 0 1 0

−iβγ 0 0 γ

 (275)

其中

β =
v

c
γ =

1√
1− v2

c2

(276)
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四维电流密度矢量

带电粒子的电荷 Q 与运动速度无关，故电荷 Q 是一个洛伦兹标量，是一个不变量

Q =

∫
ρdV =

∫
ρ

√
1− u2

c2
dV0 (277)

故

ρ =
ρ0√
1− u2

c2

= γuρ0 (278)

电流密度

J⃗ = ρu⃗ = γuρ0u⃗ (279)

故四维电流密度矢量

Jµ =
(
J⃗ , icρ

)
(280)

电流守恒定律

∇ · J⃗ +
∂ρ

∂t
= 0 (281)

用四维矢量可以表示为
∂Jµ
∂xµ

= 0 (282)

四维势矢量

用势表示的电动力学基本方程组在洛伦兹规范下为

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
= −µ0J⃗ (283)

∇2φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= − ρ

ε0
(284)

洛伦兹规范条件为

∇ · A⃗+
1

c2
∂2φ

∂t2
= 0 (285)

引入微分算符 □
□ = ∇2 − 1

c2
∂2

∂t2
=

∂2

∂x2µ
(286)

则可以写出四维势矢量

Aµ =

(
A⃗,

i

c
φ

)
(287)

洛伦最规范下的电动力学基本方程组可表示为

□Aµ = −µ0Jµ (288)

洛伦兹规范条件可以写成
∂Aµ

∂xµ
= 0 (289)

在参考系变换下，四维势按矢量变换

A′
µ = aµνAν (290)
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若 Σ′ 以相对于 Σ 沿 x 方向以速度 v 运动，则

A′
x = γ

(
Ax −

v

c2
φ
)

(291)

A′
y = Ay (292)

A′
z = Az (293)

φ′ = γ(φ− vAx) (294)

电磁场反对称张量

Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν

=


0 B3 −B2 − i

c
E1

−B3 0 B1 − i
c
E2

B2 −B1 0 − i
c
E3

i
c
E1

i
c
E2

i
c
E3 0


(295)

可以写出 Maxwell 方程组的协变形式∇ · E⃗ = ρ
ε0

∇× B⃗ = µ0ε0
∂E⃗
∂t

+ µ0J⃗
⇒ ∂Fµν

∂xν
= µ0J⃗µ (296)

∇ · B⃗ = 0

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

⇒ ∂Fµν

∂xλ
+
∂Fνλ

∂xµ
+
∂Fλµ

∂xν
= 0 (297)

电磁场张量

用指标收缩构造洛伦兹不变量
1

2
FµνFµν = B2 − 1

c2
E2 (298)

7.3 相对论力学

能量-动量四维矢量

四维动量矢量

pµ = m0Uµ = m0
dxµ
dτ = γm0

dxµ
dt (299)

p⃗ = γm0v⃗ =
m0v⃗√
1− v2

c2

(300)

p4 = icγm0 =
i

c

m0c
2√

1− v2

c2

(301)

pµ =

(
p⃗,
i

c
W

)
(302)

W =
m0c

2√
1− v2

c2

(303)
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质能关系

∆W = (∆M) c2 (304)
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